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Exercice 1 : Ellipse et lois de Kepler

a)

b)

Il est parfois plus pratique de caractériser une orbite en coordonnées polaires, telles
que r la distance depuis le foyer principal F' et ’'angle 6 sous-tendu entre r et le
demi-axe principal a. Partant du théoreme de Pythagore, nous obtenons :

r? = 12sin0 + (2ae + rcos §)? 1)

= 72+ 4a%e® + daer cos 2

En combinant avec la définition de lellipse, ' = 2a — r, qui donne donc 7? =
462 + r? — 4ar, on obtient :

a(l —e?)

= ) 3
1+ecost 3)

En général, on peut traiter un probléeme a deux corps comme un probleme a un
corps avec une masse réduite ; en mouvement autour d’'une masse fixe M a la
distance r. Le moment cinétique devient :

L =urfx7. 4)

Comme nous avons a faire avec un mouvement central L = cste et alors l'aire
balayée par unité de temps (vitesse aréolaire) est constante. C’est la Seconde Loi
de Kepler :

%: 1 ’F‘Xﬁ :M:cst‘ (5)
dt 2 dt 2u

La vitesse s’exprime par une composante radiale le long de 7 et une autre perpen-
diculaire a 7:
dr  dr.  df,

_»:_7: _':7:7 70 6
VEUTWE T T Ty (6)

En combinant les deux équations ci-dessus (dA/dt = % rrl = i), nous obtenons :

vg = —. 7
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Il suffit maintenant d’exprimer L en fonction de P, e, a et u. Nous intégrons
I’équation (5) sur une période compléte P, alors :
1L n
A=—-—P — L=2A—. 8
2 P (8)

Comme l'aire d’une ellipse est A = wab et que b = av/1 — €2, le moment cinétique
devient :

L =2uma*\/1 —e2/P. C))

On obtient la composante angulaire de la vitesse en combinant les équations (3)),

@ et ) :

~ 2ma(1l + ecosb)

Vg = (10)
o V1—e2P
A partir de 'équation (3), la vitesse radiale est :
dr a(l—e?) .
= — =" "7 esinff 11
U T (1+ecos@)2€sm ’ ab
ot1 § pourra étre exprimé a partir de vy. Apreés simplification nous obtenons :
2mae sin 0
Vp = ——F——. (12)
" Py1—¢?

L’équation provient de v? = v2 + v}, de 'équation et de la troisiéme loi de
Kepler :

4m2a3
pi=—_—_-"" 13
G(m1 + mg) ( )
Le détail du calcul est :
v = vg + v? (14
_ 412a%(1 + ecos6)? n 412a%e? sin? 0 (15)
P2(1—¢€?) P2(1—¢€?)
2.2 2
_ 4m2a*(1 4 e* + 2ecos ) 16)
P2(1—e?)
B 2(1+ ecosb) 1—e?

= G(m1+m2) |: a(l—eQ) — a(1—62) a7

2 1
— Gimy +m) [ _ ] | (18)

roa
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Exercice 2 : Orbite de la cométe de Halley

Pour résoudre ce probléme, il nous faut reprendre des équations de I'enoncé de I'exer-
cice sur les ellipses et lois de Kepler :

b)

d)

a(l —e?)
- s 1
1+ ecosf (19)
) 2 1
v = Gmi+me) |- —— (20)
roa
La troisieme loi de Kepler exprimée dans les unités usuelles est :
Am%a’
pr=_ "> 21
G(m1 + mg) ( )

avec la période P en secondes, le demi-grand axe a en metres et la masse m en
kilogrammes. Si nous remplacons les kilogrammes par des masses solaires (1M =
1.989 x 10%° kg), les secondes par des années sidérales (1 a.s. = 365.256 jours
solaires moyens, soit 3.1558 x 107 s) et les métres par des unités astronomiques (1
AU = 1.496 x 10! m.), alors G = 4r2. L’équation devient :

a3
PP= . (22)

mi + ma
La masse de 'ensemble des planétes du systeme solaire ne représente que 1,/745 de
M. Autrement dit, la masse d’une planete est négligeable devant celle du Soleil.

La troisieme loi de Kepler propre au systeme solaire est par conséquent :

P2 — 3 (23)

Pour calculer le demi-grand axe de la comete de Halley, nous utilisons I'équation
(23)) avec une période P = 76 ans. Nous obtenons :
a=P¥3=17.94AU = 2.68 x 102 m. (24)
Avec la troisieme loi de Kepler (21)), nous obtenons directement la masse du Soleil
(la masse de la comete est négligeable devant celle du Soleil) :
472 a3
My = —— 25
© G P2 (25)
42 2.68 x 10'%)3
- T (268 x107)° 0 (26)
6.673 x 10~11 (76 x 3.1558 x 107)2
= 1.979 x 10*°kg. 27)

Pour calculer le périhélie et 'aphélie de la comete de Halley, nous utilisons '’équation
(19). Les angles 6 au périhélie et a 'aphélie sont respectivement § = 0° et 180°.
Nous obtenons :

1— 2

rp = a—— =a(l—e) =059AU = 8.78 x 101 m (28)
1+e
1—eé? 12

ro = ag——=a(l+e)=35.20AU =528 x 10" m. (29)
— €
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e) La vitesse orbitale en ces positions s’obtient en insérant ces distances r dans (20) :

1 1 1/2

vy = (GM@ [a 3 - ZD = 5.46 x 10*m/s (30)
11— 1/2

vy = (GM@ [a e ZD =9.07 x 10° m/s. (31)

Enfin, le rapport des énergies cinétiques ne fait intervenir que les vitesses orbitales
au carré. Nous avons :

2
BB = (“P) = 3.62 x 10°. (32)
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